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Questdo 1: 16 pontos
Questdes 2 e 3: 7 pontos cada

Sugestoes para a resolucdo dos problemas

1. (@) H& 2% = 32 nimeros de cinco algarismos formados apenas com os algarismos 1 ou 2. Destes, metade
tém mais algarismos 1 do que algarismos 2. Opg¢do correta: B).
(b) Como ZAED & um angulo externo de [E2DC], entdo AED = EDC + ECD, ou seja, a + 60 =
¢+ ECD. Logo ECD = 60 + a — ¢. Analogamente, uma vez que ZBF'E é externo a [AEF], temos
EAF =60+ b — a. Como AB = BC, entdo ECD = EAF, ouseja, 60 +a — c = 60 + b — a. Logo
2a = b + c¢. Opgdo correta: A).

n(n+1
(c) O numero de pdginas lidasdesde odial até aodianél+2+.---4+n = % Para este niumero
o ) N o n(n+1)
ser multiplo de 30 é necessdrio que n ou n + 1 seja multiplo de 5. Calculando o valor de ——= para

n = 4,5,9,10,14, 15,19, 20, 24, 25, 29, 30, concluimos que este nimero & multiplo de 30 apenas para
n = 15,20, 24. Opg¢do correta: D).

(@) Sejam f1,..., fs, b as somas dos nimeros de cada face lateral e da base da pirdmide. Entdo fi + f —
2+ fs+ fa+ f5 + f6 + fr + fs — 2b & um multiplo de 3, que é 8 vezes o nimero que estd no vértice
da pirémide. Logo no vértice estd o nimero 3. Como cada f; € um mditiplo de 3, entdo os valores do
vértices da base sdo todos 3, ou alternadamente 1 e 2. Como sabemos que ndo sdo todos 3, entdo a
soma de todosos vérticesé 1 +2+14+2+14+2+ 142+ 3 = 15. Opcdo correta: C).

2. Solugdo 1: Comecamos por escrever o algarismo 5 num dos nove quadrados. De seguida vamos preencher os
restantes dois quadrados da linha onde estd 0 5. Como o 5 estd pintado de azul, nessa linha estd um ndmero
maior do que 5, e outro menor do que 5, e portanto hd 4 X 4 hipbteses de escolher os nimeros que estdo na
mesma linha que o 5. Como para cada par, hd duas hipdteses de os escrever, hd 32 hipdteses de preencher a
linha que tem o algarismo 5. Sobram seis algarismos, trés maiores e trés menores do que 5. Se escrevermos trés
desses algarismos numa linha e os outros frés noutra, numa das linhas estdo, pelo menos, dois algarismos maiores
do que 5, e na outra dois algarismos menores do que 5, e portanto o 5 serd sempre o segundo maior algarismo
pinfado de azul. Concluimos que para preencher as duas linhas que estdo vazias ndo existem restricdes, ou
sejahd 6 x 5 x 4 x 3 x 2 x 1 =720 maneiras de escrever os seis algarismos que faltam. Temos entdo que é
possivel distribuir os algarismos de 9 x 32 x 720 = 207360 maneiras diferentes.

Solugcdo 2: Comecamos por escolher os dois algarismos que estdo na mesma linha que o 5. Como o 5 estd
pintado de azul, nessa linha estd um nimero maior do que 5, e outro menor do que 5, e portanto hd 4 x 4
hipbteses de escolher os nUmeros que estdo na mesma linha que o 5. Numa das outras linhas hd dois algarismos
menores do que 5. Como temos ainda disponiveis trés desses algarismos, hd trés hipdteses para os escolher.
Para completar a linha, escolhe-se um dos quatro algarismos restantes porque, qualquer gue seja a escolha
feita, na linha que sobra ficam, pelo menos, dois algarismos maiores do que 5, e portanto o 5 serd sempre
o segundo maior algarismo pintado de azul. Teriamos assim 3 x 4 = 12 maneiras de escolher os algarismos
da linha onde o algarismo pintado de azul & menor do que 5. E preciso notar que a hipdtese em que os
frés algarismos da mesma linha sdo menores do que 5 foi escolhida trés vezes, e portanto existem apenas
dez maneiras diferentes de escolher essa linha. Finalmente, as linhas podem estar ordenadas de seis maneiras
diferentes, e dentro de cada linha hd seis maneiras diferentes de ordenar os algarismos. Temos entdo que é
possivel distribuir os algarismos de 16 x 10 x 6* = 207360 maneiras diferentes.
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3. Sejaa = ABC. Ha varios casos a considerar, conforme os lados que sdo iguais em cada tridngulo.

e AC = AD
Neste caso temos ADC = AC'D < 90. Logo BDC > 90, pelo que DC = BD.
Logo ADC = 2ABC = 2a.
se BC = AC, entdo 180 = ABC + BCA + CAB = a + 3a + a = 5a, pelo que o = 36°.
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Se BC = AB, entdo BAC = 90 — /2. Logo 180 = ADC + DCA+ CAD = 200420490 — /2 =

180°
c
A D B
e AC=CD
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Neste caso temos ADC = DAC < 90. Como anteriormente, conclui-se que DC = BD. Entéo
AB = BC. Logo 180 = ADC + DCA + CAD = 20 + o + 2a = 5a, pelo que a = 36°.
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A D B
e CD=AD

Se BD = CD, entao tanto AC como BC sdo inferiores a AD + DC, pelo que AC = BC. Logo
180 = 4, pelo que a = 45°.

Ta/2, pelo que o =

C
A D B
Os restantes casos foram j@ analisados anteriormente, frocando os pontos A e B. Obtemos assim os
o
valores possiveis o = — ea = 72°




